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Аннотоция. В статье выявлен такой класс систем нелинейных уравнений, что их пра-

вые части разрывны, а решения существуют и являются гладкими на всем интервале опре-

деления аргумента. В частном случае такие системы уравнений описывают распределение 

дискретных электрических зарядов. Проведен численный эксперимент, подтвердивший полу-

ченные результаты. 
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Аннотация. Макалада оң жактагы бөлүктөрү үзгүлтүктүү, бирок аргументтин 

аныктоосунун бардык аралыгында аныкталган жана жашаган чыгарылыштары болгон сыз-

ыктуу эмес теңдемелер системаларынын классы табылды. Жеке учурда мындай теңдемелер 

системалары айрым электр заряддарынын бөлүштүрүүсүн баяндап жазат. Алынган на-

тыйжаларды ырастаган эсептөөчү эксперимент өткөрүлдү. 
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Введение. Во многих работах были получены условия существования, непре-

рывности и  гладкости решений систем нелинейных обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений в зависимости от аналогичных условий на правые части таких уравне-

ний. Также имеюся работы, где правые части уравнений принадлежат более широким 

классам функций, чем непрерывные, и соответственно доказывается существование ре-

шений – обобщенных функций, см. например [1], где описываются классы уравнений 

типа Каратеодори. Вместе с тем, существуют такие классы систем уравнений, имею-

щих прикладное значение, что их правые части разрывны, а решения существуют и 

являются гладкими на всем интервале определения аргумента. В статье выявлены не-

которые такие классы. Проведен численный эксперимент, подтвердивший полученные 

результаты. Постановка задачи предложена в [2].  

1. Постановки задач. Обозначим R=(,), R+=[0,).  

Рассматриваются одноименные одинаковые электрические точечные заряды, 

движущиеся на прямой R, отталкивающиеся по закону Кулона: сила отталкивания рана  

𝐹 = 
𝐸2

𝑑2
, где E – величина заряда, d – расстояние между зарядами,   - постоянный 

кэффициент. Также в некоторых случаях будем считать, что на каждый заряд действует 

внешняя сила, определяемая непрерывной функцией. Будем считать, что в начальный 

момент времени заряды расположены в различных точках. Движение зарядов рассмат-

ривается как в очень вязкой среде, так и в среде с отсутствием трения. В последнем 

случае задаются также начальные скорости зарядов. Везде будем предполагать, что 

tR+. 

 1.1. Случай одного неподвижного (с координатой x=0) и одного подвижного за-

ряда (с координатой x1(t)>0), а также с заданной действующей на подвижный заряд 

силой в очень вязкой среде: уравнение первого порядка     

                                              𝑥1′(𝑡) =
𝑎

𝑥1
2(𝑡)

+ 𝑔1(𝑡), 𝑎 > 0, 𝑔1(𝑡)𝐶(𝑹+),                           

(1) 

с начальным условием                           x1(0)= z1>0.                                                            (2) 

 1.2. Такая же ситуация – в среде с отсутствием трения:  

уравнение второго порядка       𝑥1
′′(𝑡) =

𝑎

𝑥1
2(𝑡)

+ 𝑔1(𝑡),                                                (3)      

с начальными условиями (2) и   x1(0)= z2.                                                                          (4) 

1.3. Случай двух подвижных зарядов (с координатами x1(t)< x2(t)), а также с за-

данными действующими на заряды силами в очень вязкой среде: система двух уравне-

ний первого порядка     

                                              𝑥1′(𝑡) = −
𝑎

(𝑥2(𝑡)−𝑥1(𝑡))
2 + 𝑔1(𝑡), 𝑔1(𝑡)𝐶(𝑹+),                            (5) 

𝑥2′(𝑡) =
𝑎

(𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡))
2 + 𝑔2(𝑡), 𝑔2(𝑡)𝐶(𝑹+), 

с начальными условиями    x1(0)= z1< x2(0)= z2.                                                               (6) 



 

1.4. Такая же ситуация – в среде с отсутствием трения: система двух уравнений 

второго порядка     

                                           𝑥1′′(𝑡) = −
𝑎

(𝑥2(𝑡)−𝑥1(𝑡))
2 + 𝑔1(𝑡), 𝑔1(𝑡)𝐶(𝑹+),                         (7) 

𝑥2′′(𝑡) =
𝑎

(𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡))
2 + 𝑔2(𝑡), 𝑔2(𝑡)𝐶(𝑹+), 

с начальными условиями    x1(0)= z1< x2(0)= z2; x1(0)= v1 , x2(0)= v2.                          (8) 

1.5. Случай двух неподвижных (с координатами x=0 и x=1) и одного подвижного 

заряда (с координатой 0<x1(t)<1, пока решение существует), а также с заданной дей-

ствующей на подвижный заряд силой в очень вязкой среде: уравнение первого порядка     

                           𝑥1
′ (𝑡) =

𝑎

𝑥1
2(𝑡)

−
𝑎

(1−𝑥1(𝑡))
2 + 𝑔1(𝑡), 𝑎 > 0, 𝑔1(𝑡)𝐶(𝑹+),                           

(9) 

с начальным условием   x1(0)= z1(0;1).                                                                            (10) 

 1.6. Такая же ситуация – в среде с отсутствием трения:   

                               𝑥1′′(𝑡) =
𝑎

𝑥1
2(𝑡)

−
𝑎

(1−𝑥1(𝑡))
2 + 𝑔1(𝑡), 𝑎 > 0, 𝑔1(𝑡)𝐶(𝑹+),                       (11) 

с начальными условиями (10) и  x1(0)= z2.                                                                       (12) 

1.7. Случай (n1) подвижных зарядов (с координатами 0<x1(t)< x2(t)<… < 

xn1(t)<1, пока решения существуют), и двух неподвижных зарядов (с координатами 

x0=0; xn = 1) в очень вязкой среде приводит к системе (n1) уравнений первого порядка     

                     𝑥𝑘′(𝑡) = ∑
𝑎

(𝑥𝑘(𝑡)−𝑥𝑖(𝑡))
2 − 𝑘−1

𝑖=0,𝑖𝑘 ∑
𝑎

(𝑥𝑘(𝑡)−𝑥𝑖(𝑡))
2 ,   𝑘 = 1. . 𝑛 − 1𝑛

𝑖=𝑘+1             (13) 

c начальными условиями  0<x1(0)= z1 <x2(0) = z2<… < xn1(t) = zn1<1.                      (14) 

1.8. Такая же ситуация – в среде с отсутствием трения: система (n1) уравнений 

второго порядка     

                   𝑥𝑘′′(𝑡) = ∑
𝑎

(𝑥𝑘(𝑡)−𝑥𝑖(𝑡))
2 − 𝑘−1

𝑖=0,𝑖𝑘 ∑
𝑎

(𝑥𝑘(𝑡)−𝑥𝑖(𝑡))
2 ,   𝑘 = 1. . 𝑛 − 1𝑛

𝑖=𝑘+1                (15) 

c начальными условиями (14) и x1(0)= v1; x2(0) = v2;… < xn1(t) = vn1.                       

(16) 

Во всех случаях надо доказать, что решения существуют на всей полуоси R+ и 

при этом заряды не слипаются (существует положительная нижняя граница расстояния 

между зарядами на каждом ограниченном отрезке). 

2. Доказательства существования решений. 2.1. Случай одного неподвижного 

и одного подвижного заряда в очень вязкой среде. 

Теорема 1. Начальная задача (1)-(2) имеет решение в С(1)(R+). 

Доказательство. Выберем любое T>0 и обозначим ℎ1 ≔ ‖𝑔1(𝑡)‖[0,𝑇]. Выберем  

положительное число  𝑝 < 𝑚𝑖𝑛 {√
𝑎

ℎ1
, 𝑧1}. Предположим, что 

𝑚𝑖𝑛{𝑥1(𝑡)|𝑡[0, 𝑇]} ≤ 𝑝. Обозначим t1R+ - первая точка такая, что x1(t1)=p.Тогда 



 

имеем: 𝑥1
′ (𝑝) ≥

𝑎

𝑝2
− ℎ1 > 0. Отсюда следует, что при достаточно малом >0 будет 

𝑥1(𝑡1 − ) < 𝑝, что противоречиво. Теорема доказана. 

2.2. Случай одного неподвижного и одного подвижного заряда в среде без трения. 

Теорема 2. Начальная задача (3)-(2)-(4) имеет решение в С(2)(R+). 

Доказательство. Заменяя x2(t)=x1(t), получаем  

                                                      𝑥1′(𝑡) = 𝑥2(𝑡), 𝑥2′(𝑡) =
𝑎

𝑥1
2(𝑡)

+ 𝑔1(𝑡),                          (17)    

с начальным условием   x1(0)= z1>0, x2 (0)= z2,                                                                (18) 

или эквивалентную систему интегральных уравнений 

                             𝑥1(𝑡) = 𝑧1 + ∫ 𝑥2(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
, 𝑥2(𝑡) = 𝑧2 + ∫ (

𝑎

𝑥1
2(𝑠)

+ 𝑔1(𝑠)) 𝑑𝑠
𝑡

0
.                 (19) 

Выберем любое T>0. Дальше будем рассматривать t[0,T]. Тогда имеем: 

𝑥2(𝑡) ≥ 𝑧2 − 𝑇ℎ1. 

Если 𝑧2 − 𝑇ℎ1 ≥ 0, то, очевидно, 𝑥2(𝑡) ≥ 0, x1 (t) возрастает, начальная задача (7)-

(8) имеет решение. Будем рассматривать только случай, когда  q:=Th1 z2>0, x2 (t)  q 

. 

Выберем положительное число 𝑝 < 𝑚𝑖𝑛 {
𝑎

4(𝑞2+1)
,

√𝑎

2√ℎ
,

1

ℎ1
,

𝑧1

2
}. Предположим, что 

                                                  𝑚𝑖𝑛{𝑥1(𝑡)|𝑡[0, 𝑇]} ≤ 𝑝.                                           (20) 

Обозначим t1R+ - первая точка такая, что x1(t1)=p, t2R+ - последняя точка такая, 

что x1(t2)=2p. Тогда  x1(t)[p,2p] для  t[t2, t1]. 

По теореме о среднем, существует такая точка t*[t2, t1], что   

x1(t1) x1(t2)= (t1 t2) x1 (t*); p 2p= (t1 t2) x2 (t*);  p (t1 t2) ( q); p (t1 t2) q. 

Отсюда  𝑡1 − 𝑡2 ≥
𝑝

𝑞
. Из (19) оцениваем, учитывая, что 

𝑎

(2𝑝)2
− ℎ1 > 0: 

𝑥2(𝑡1) = 𝑥2(𝑡2) + ∫ (
𝑎

𝑥1
2(𝑠)

+ 𝑔1(𝑠)) 𝑑𝑠
𝑡1

𝑡2

≥ 

≥ −𝑞 + (𝑡1 − 𝑡2) (
𝑎

(2𝑝)2
− ℎ1) ≥ −𝑞 +

𝑝

𝑞
(

𝑎

(2𝑝)2
− ℎ1) ≥ 

≥ −𝑞 −
1

𝑞
+

𝑎

4𝑝𝑞
> −𝑞 −

1

𝑞
+

1

𝑞
(𝑞2 + 1) = 0. 

Таким образом, из предположения (20) получено, что  x1(t1)>0, что противоречит 

предположению (20).  Следовательно, начальная задача (3)-(4) имеет положительное 

решение на любом отрезке [0, T]. Отсюда и из локальной единственности решения 

начальной задачи следует, что начальная задача (3)-(4) имеет положительное решение 

на всей полуоси R+. Теорема доказана. 

2.3. Случай двух подвижных зарядов в очень вязкой среде. 

Теорема 3.  Начальная задача (5)-(6) имеет решение в С(1)(R+R2). 

Доказательство. Обозначим   w(t):=x2(t)x1(t).                                                         (21) 



 

Из (5) получаем уравнение 𝑤′(𝑡) =
2𝑎

𝑤2(𝑡)
+ 𝑔2(𝑡) − 𝑔1(𝑡),  

c начальным условием  w(0)=z2z1>0                                                                                (22)     

- получена начальная задача вида (1)-(2) и заключение теоремы следует из Теоремы 1. 

 2.4. Случай двух подвижных зарядов в среде без трения. 

Теорема 4.  Начальная задача (7)-(6)-(8) имеет решение в С(2)(R+). 

Доказательство. С обозначением (21) из (7) получаем уравнение 

𝑤′′(𝑡) =
2𝑎

𝑤2(𝑡)
+ 𝑔2(𝑡) − 𝑔1(𝑡),  

c начальными условиями (22) и w(0)=v2 v1. Получена начальная задача вида (3)-(2)-

(4) и заключение теоремы следует из Теоремы 2. 

2.5. Случай двух неподвижных и одного подвижного заряда в очень вязкой среде. 

Теорема 5. Начальная задача (9)-(10) имеет решение в С(1)(R+). 

Доказательство. Выберем любое T>0 и обозначим ℎ1 ≔ ‖𝑔1(𝑡)‖[0,𝑇].  

Выберем положительное число  𝑝 < 𝑚𝑖𝑛 {√
𝑎

𝑎+ℎ1
, 𝑧1, 1 − 𝑧1}.  

Предположим сначала, что решение непродолжимо на всю полуось вследствие пе-

ресечения с прямой x=0. Предположим, что 𝑚𝑖𝑛{𝑥1(𝑡)|𝑡[0, 𝑇]} ≤ 𝑝. Обозначим t1R+ 

- первая точка такая, что x1(t1)=p. Тогда имеем: 𝑥1
′ (𝑝) ≥

𝑎

𝑝2
−

𝑎

1
− ℎ1 > (𝑎 + ℎ1) − 𝑎 −

ℎ1 = 0. Отсюда следует, что при достаточно малом >0 будет 𝑥1(𝑡1 − ) < 𝑝, что про-

тиворечиво. 

Аналогично доказывается, что предположение о том, что решение непродолжимо 

на всю полуось вследствие пересечения с прямой x=1, приводит к противоречию. Сле-

довательно, на любом конечном отрезке решение начальной задачи (9)-(10) удовлетво-

ряет условиям p<x1(t)<1 p и тем самым продолжимо на всю ось. Теорема доказана. 

Поскольку уравнение 0 =
𝑎

𝑥2
−

𝑎

(1−𝑥)2
 имеет единственное решение, очевидна 

Теорема 6. Для решения начальной задачи (9)-(10) с 𝑔1(𝑡) 0 имеет место  

lim
𝑡

𝑥1(𝑡) =
1

2
. 

2.6. Случай двух неподвижных и одного подвижного заряда в среде без трения. 

Тем же методом, что и Теорема 2, доказывается Теорема 7. Начальная задача (11)-

(10)-(12) имеет решение в С(2)(R+). 

3. Вычислительный эксперимент и его результаты. Поскольку метод доказа-

тельства Теоремы 6 непосредственно не обобщается на случай нескольких зарядов, 

был проведен вычислительный эксперимент для задачи (13)-(14).  Выберем малый шаг 

h>0 и обозначим Xkj=xk(jh), j=0,1,2,…. Положим X0j=0, Xnj=1, j=0,1,2,….                            

(22) 

Начальные условия (14) принимают вид  X10= z1 ; X20 = z2;… Xn1,0 = zn1.        

(23)                        



 

Тогда из (13) получаем вычислительные формулы 

𝑋𝑘,𝑗+1 = 𝑋𝑘𝑗 + ∑
𝑎

(𝑋𝑘𝑗−𝑋𝑖𝑗)
2 − 𝑘−1

𝑖=0,𝑖𝑘 ∑
𝑎

(𝑋𝑘𝑗−𝑋𝑖𝑗)
2 ,𝑛

𝑖=𝑘+1   𝑘 = 1. . 𝑛 − 1, 𝑗 = 0,1,2, …           (24)         

Раcчеты по формулам (22)-(24) с различными n от 4 до 10 и различными началь-

ными условиями позволили выдвинуть следующие гипотезы: 

1) Решение задачи (13)-(14) существует на всей полуоси R+. 

2) Для любого n>2 существует и единственно решение системы алгебраических 

уравнений и неравенств   X0=0< X1 < X2<…<Xn1 <Xn=1, 

                                            ∑
1

(𝑋𝑘−𝑋𝑖)2
− 𝑘−1

𝑖=0,𝑖𝑘 ∑
1

(𝑋𝑘𝑗−𝑋𝑖𝑗)
2 = 0, 𝑘 = 1. . 𝑛 − 1.𝑛

𝑖=𝑘+1           (25) 

3) Решение задачи (13)-(14) сходится к решению системы (25) при t. 
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